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LE CERF-VOLANT D’UNE CONSTELLATION
par
Patrick Popescu-Pampu
Re´sume´. — On conside`re un point lisse O d’une surface analytique complexe S. Une constellation
base´e en O est un ensemble de points infiniment voisins de O, centres d’une suite d’e´clatements de
points au-dessus de O. Les constellations finies sont code´es habituellement de deux manie`res : soit
a` l’aide d’un diagramme d’Enriques, soit a` l’aide du graphe dual du diviseur obtenu en e´clatant les
points de la constellation. Il s’agit de deux arbres de´core´s, codant comple`tement la combinatoire de
la constellation. Des algorithmes de passage de l’un a` l’autre sont connus, mais ils ne permettent pas
de se repre´senter ge´ome´triquement leur relation. Nous associons a` une constellation un complexe
simplicial ge´ome´trique de dimension deux, appele´ son cerf-volant, muni d’une structure affine, et
nous prouvons qu’il contient canoniquement le diagramme d’Enriques et le graphe dual. De plus
les de´corations de ces deux arbres s’expriment tre`s simplement en termes de la ge´ome´trie affine du
cerf-volant. Ceci permet de comprendre ge´ome´triquement les relations entre les deux graphes, ainsi
que leurs relations avec l’arbre valuatif de Favre et Jonsson, qui peut eˆtre interpre´te´ en tant que
graphe dual de la constellation de tous les points infiment voisins de O. En fait, les cerf-volants des
constellations finies se recollent en un cerf-volant infini qui est muni d’un feuilletage de dimension 1
dont l’espace des feuilles est l’arbre valuatif. La transition vers les calculs de fractions continues est
assure´e par des plongements partiels des cerf-volants dans un complexe simplicial canoniquement
associe´ a` une base d’un re´seau, son lotus. Cette dernie`re notion est brie`vement expose´e en toutes
dimensions.
1. Introduction
Depuis le travail fondateur [21] de Max Noether, divers proble`mes de ge´ome´trie birationnelle
des surfaces ou des courbes planes ont e´te´ e´tudie´s a` l’aide de la notion de point infiniment voisin
d’un point lisse donne´ sur une surface. La premie`re e´tude syste´matique de cette notion dans un
traˆıte´ de ge´ome´trie alge´brique semble eˆtre celle faite par Enriques et Chisini [10].
Classification mathe´matique par sujets (2000). — 14E05, 32S25.
Mots clefs. — Points infiniment voisins, diagrammes d’Enriques, graphes duaux, arbres valuatifs, fractions
continues, structures affines, ge´ome´trie birationnelle.
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En ge´ome´trie birationnelle apparaissent naturellement des suites d’e´clatements centre´s en
des points infiniment voisins de points lisses de surfaces. Si tous ces e´clatements sont effectue´s
au-dessus d’un unique point O, leurs centres forment ce que Campillo, Gonza´lez-Sprinberg &
Lejeune-Jalabert [4] appele`rent une constellation de points infiniment voisins de O. Il est im-
portant de bien comprendre la ge´ome´trie des constellations, en particulier comment les points
se suivent les uns les autres lors des processus d’e´clatements successifs les faisant apparaˆıtre.
Dans [10] (voir aussi [7]) fut introduit un arbre enracine´, appele´ depuis diagramme d’Enriques,
qui retient exactement le processus pre´ce´dent : ses sommets correspondent bijectivement aux
points de la constellation, la racine correspondnat a` O, et l’on relie deux sommets si l’un des
points correspondants apparaˆıt en e´clatant l’autre. De plus, les areˆtes sont de deux types, soit
courbes, soit droites, et dans une suite d’areˆtes droites s’e´loignant de la racine de l’arbre, on
dit a` chaque pas si l’on va tout droit ou si l’on part transversalement. Avec ces de´corations, le
diagramme d’Enriques code comple`tement la combinatoire de la constellation.
Ulte´rieurement fut introduit un autre diagramme codant diffe´remment la combinatoire de la
constellation : le graphe dual du diviseur obtenu en e´clatant tous les points de la constellation
(voir [2] et [27]). Dans ce cas, ce sont les sommets qui sont de´core´s (par les auto-intersections
des composantes irre´ductibles du diviseur exceptionnel qui leur correspondent).
Les descriptions pre´ce´dentes montrent que les sommets des deux graphes sont naturellement
en correspondance bijective. Mais de cette manie`re les areˆtes ne se correspondent pas. D’autre
part, comme les deux diagrammes contiennent la meˆme information, on peut en principe passer
de l’un a` l’autre. Des algorithmes de passage ont e´te´ de´crits, utilisant tous des calculs de fractions
continues (voir [3]). Mais ils ne permettent pas de penser ge´ome´triquement le lien entre les deux
graphes.
Dans cet article je de´cris une manie`re de visualiser simultane´ment le diagramme d’Enriques
et le graphe dual. Pour cela, j’associe a` chaque constellation un complexe simplicial ge´ome´trique
de dimension deux, dont certains points sont distribue´s en types. Je l’appele le cerf-volant de
la constellation, compose´ de pie`ces e´le´mentaires triangulaires - les voiles e´le´mentaires - et de
segments - les cordes, recolle´es lors d’un jeu d’assemblage dicte´ par le procesus d’e´clatement
menant au de´ploiement complet de la constellation par e´clatements successifs. Certaines cordes
se retrouvent recolle´es a` l’inte´rieur des voiles e´le´mentaires, les autres flottant librement. L’union
des voiles e´le´mentaires forme la voilure du cerf-volant de la constellation. Celle-ci peut eˆtre
munie canoniquement d’une structure affine recollant celles des voiles e´le´mentaires. Tout ceci
est explique´ dans les sections 2–5.
Le the´ore`me principal de cet article (The´ore`me 6.2) montre que le diagramme d’Enriques et
le graphe dual se plongent naturellement dans le cerf-volant. Plus pre´cise´ment, le diagramme
d’Enriques est isomorphe au graphe forme´ par les cordes et le diagramme dual a` une partie du
bord de la voilure. De plus, les deux types de de´corations s’interpre`tent en termes tre`s simples a`
l’aide de la structure affine du cerf-volant. En particulier, les areˆtes droites du diagramme d’En-
riques correspondent aux cordes internes, et elles vont tout droit selon la convention d’Enriques
et Chisini si et seulement si elles forment une ge´ode´sique pour la structure affine de la voilure !
Dans la Section 7 j’explique le lien de la notion de cerf-volant avec l’arbre valuatif de Favre et
Jonsson [11]. Plus pre´cise´ment, les voilures de toutes les constellations finies se recollent en un
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complexe simplicial infini, la voilure du firmament de O, c’est-a`-dire de la constellation de tous
les points infiniment voisins de O. Cette voilure peut eˆtre munie naturellement d’un feuilletage
de dimension 1, dont l’espace des feuilles est l’arbre valuatif.
Jusqu’a` pre´sent, le passage d’un graphe a` l’autre e´tait de´crit a` l’aide de fractions continues.
Ces calculs peuvent eux aussi eˆtre interpre´te´s a` l’aide du cerf-volant. Pour cela, j’introduis dans
la Section 8 la notion de lotus associe´ a` une base d’un re´seau bidimensionnel. Il s’agit d’un
complexe simplicial bidimensionnel infini dont la structure permet de ‘voir’ les de´veloppements
en fractions continues et dans lesquels se plongent les voilures des cerf-volants. Dans la Section
9 j’explique brie`vement une extension de la notion de lotus en dimension quelconque, ainsi que
la ge´ne´ralisation de la notion de fraction continue sugge´re´e par cette extension.
Remerciements. Je remercie Charles Favre pour ses explications concernant l’arbre valuatif,
Evelia Garc´ıa Barroso pour les longues discussions que nous avons eues au sujet du vocabulaire
marin et ce´leste de cet article, Bernard Teissier pour m’avoir sugge´re´ le nom de ‘lotus’, ainsi que
Monique Lejeune-Jalabert pour ses remarques sur une version pre´liminaire de cet article.
2. Constellations de points infiniment voisins
Dans cette section j’explique les notions de base de points infiniment voisins, de points proches,
d’astres, de firmament et de constellations.
Dans tout ce qui suit nous travaillerons avec des surfaces analytiques complexes lisses. Mais
nos conside´rations se transposent sans aucun changement au cas des surfaces alge´briques lisses
sur un corps alge´briquement clos, pourvu que tous les points soient interpre´te´s comme des points
ferme´s.
Soit (S,O) un germe de surface lisse. Notons par OS,O son alge`bre locale et par FS,O le corps
des fractions de OS,O. Soit :
(SO, EO)
piO→ (S,O)
le morphisme d’e´clatement du point O. Les points de la courbe exceptionnelle EO := π
−1
O (O)
sont appele´s les points infiniment voisins de O a` hauteur 1, ou bien les points directement proches
de O.
De´finition 2.1. — Si (Σ, E)
pi
→ (S,O) est un morphisme compose´ d’e´clatements de points,
alors un point du diviseur exceptionnel re´duit E := π−1(O) est appele´ un point infiniment
voisin de O.
En associant a` chaque point infiniment voisin de O la valuation divisorielle de FS,O qui
calcule la multiplicite´ au point respectif, on de´finit naturellement une relation d’e´quivalence
sur l’ensemble des points infiniment voisins de O sur les divers e´clate´s (Σ, E) de (S,O). Par la
suite, lorsque l’on parlera de points infiniment voisins, il s’agira d’une classe d’e´quivalence de
points identifie´s de la manie`re pre´ce´dente. On dira qu’une surface (Σ, E) obtenue par une suite
d’e´clatements au-dessus de O et telle que E contient un repre´sentant de la classe d’e´quivalence
est un mode`le contenant le point infiniment voisin.
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On dit qu’un point infiniment voisin de O est a` hauteur d > 0 s’il est directement proche
d’un point a` hauteur d − 1. Il est dit proche de O si dans un mode`le Σ il se trouve sur la
transforme´e stricte sur Σ de EO (on utilise ici le fait qu’un morphisme π non-trivial se factorise
ne´cessairement par l’e´clatement πO de O). Ceci est alors vrai pour tout mode`le le contenant.
Remarque 2.2. — La notion de point infiniment voisin a e´te´ introduite (sous l’appellation
unendliche nahe einander ...) par Max Noether dans [21], afin d’e´tudier les singularite´s des
courbes alge´briques planes a` l’aide de suites d’e´clatements successifs. Les notions de points
infiniments voisins et de points proches ont e´te´ utilise´es par Enriques et Chisini [10] pour formuler
des conditions de passage par des points bases pour les syste`mes line´aires de courbes planes.
Ulte´rieurement, Zariski [28] les a reformule´es dans le langage des ide´aux et les a utilise´es pour
e´tudier les ide´aux primaires pour l’ide´al maximal de OS,O. Pour une introduction a` ces aspects
on pourra consulter l’article de survol [19] de Lejeune-Jalabert.
De´finition 2.3. — Notons par CO l’ensemble des points infiniment voisins de O, en incluant
O lui-meˆme. Nous appelerons ses e´le´ments des astres, CO e´tant le firmament de O.
La hauteur peut eˆtre vue comme une fonction :
H : CO → N.
La relation de proximite´ s’e´tend naturellement a` CO tout entier. Chaque astre A ∈ CO \ O
est proche d’un ou de deux autres astres. Afin d’e´tudier les deux possibilite´s, conside´rons un
mode`le (Σ, E)
pi
→ (S,O) contenant A.
• Si A se trouve sur une seule composante irre´ductible Ei de E, on l’appelle un astre libre.
Il est proche uniquement de l’astre Ai dont l’e´clatement cre´e Ei. Nous notons pD(A) := Ai, et
nous appelons ce point le pre´de´cesseur direct de A.
• Si A se trouve sur deux composantes Ei et Ej de E, on l’appelle un astre satellite. Dans
ce cas, A est proche de deux autres astres Ai 6= Aj dont les e´clatements cre´ent Ei et Ej
respectivement. L’un d’entre eux - supposons qu’il s’agit de Ai - est ne´cessairement proche de
l’autre - Aj . Nous notons pD(A) := Ai, pI(A) := Aj et nous appelons Ai le pre´de´cesseur direct
de A et Aj le pre´de´cesseur indirect de A.
E´tendons les de´finitions pre´ce´dentes en posant pD(O) := O. Nous obtenons ainsi une appli-
cation surjective :
pD : CO −→ CO.
Elle ve´rifie H ◦ pD = H − 1 sur CO \O et H(O) = 0. Les fibres de pD au-dessus d’un astre sont
les points directement proches de celui-ci, a` l’exception de O, pour qui la fibre p−1D (O) contient
aussi l’astre O lui-meˆme.
Nous pouvons reformuler de la manie`re suivante la de´finition d’une constellation donne´e par
Campillo, Gonza´lez-Sprinberg et Lejeune-Jalabert dans [4] et [5] :
De´finition 2.4. — Une constellation centre´e en O est un sous-ensemble C ⊂ CO qui est stable
sous l’application pD.
Par la suite nous nous restreindrons uniquement a` des constellations finies centre´es en O.
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Remarque 2.5. — On peut penser au couple (S,O) comme a` une repre´sentation visuelle d’un
point brillant sur le ciel. Jadis on interpre´tait un tel point comme e´tant une e´toile, mais avec
l’ave`nement des lunettes astronomiques puis des te´le´scopes de plus en plus puissants, on a
appris a` y voir des amas d’autres points brillants, pouvant eˆtre eux-meˆmes des galaxies ou
des e´toiles. C’est pour cette raison que j’utilise le terme astre, ne voulant pas pre´juger de sa
nature en l’appelant e´toile. De plus, une constellation est une configuration particulie`re d’astres,
ce qui montre que le vocabulaire que j’utilise s’adapte bien a` celui introduit par Campillo,
Gonza´lez-Sprinberg et Lejeune-Jalabert. En fait, ces derniers e´tudie`rent des constellations en
dimension quelconque (on pourra consulter pour l’e´tat de l’art a` ce sujet le survol [6]). Je voudrais
remarquer aussi qu’un vocabulaire a` conotations ce´lestes a aussi e´te´ utilise´ par Hironaka [15].
Mais sa notion d’e´toile est diffe´rente de celle d’astre et ce qu’il appelle vouˆte e´toile´e est diffe´rent
du firmament.
O
A2
A1
E0
A3
A4 A5
A6A7
E0
E1
E2
A8
A9 A10
A11
A12 A13
A14
E0
E3
E1
E4
E5
E6
E2
E7
E0
E10
E6
E3
E11
E9
E2
E1
E5
E8
E4
E12
E13
E14
π0 π1
π2
π3
Figure 1. Une constellation et sa suite d’e´clatements
A` la constellation finie C nous pouvons associer le morphisme bime´romorphe :
(2.6) πC : (SC , EC)→ (S,O)
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obtenu en e´clatant successivement les astres de C selon leur hauteur : on de´marre a` i = 0 et a`
chaque e´tape i ≥ 0 on e´clate tous les astres de C de hauteur i. Intuitivement, cela correspond
a` faire des zooms successifs au voisinage de chaque point brillant apparaissant par le zoom
ante´rieur, pour voir si ce point correspond plutoˆt a` une astre ou a` un amas d’astres.
Exemple 2.7. — Dans la Figure 1 est repre´sente´ un exemple sche´matique de suite d’e´clatements
associe´e a` une constellation C de 15 astres infiniment voisins de O, y compris O. Les fle`ches
indiquent des morphismes d’e´clatements successifs, πi e´tant l’e´clatement simultane´ des astres
de hauteur i. Les astres e´clate´s sont indique´s par des aste´risques. Les composantes du diviseur
exceptionnel apparues a` chaque e´tape sont indique´es en traits gras. On nume´rote les astres
diffe´rents de O par A1, ..., A14. La composante cre´e´e par l’e´clatement de Ai est note´e Ei, la
meˆme notation servant pour toutes ses transforme´es strictes. L’application pD : C → C est
donne´e par :
O A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10 A11 A12 A13 A14
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
O O O A1 A1 A1 A2 A2 A4 A3 A3 A6 A7 A7 A6
Les astres libres sont A1, A2, A4, A5, A7, A12, A13, A14 et les satellites sont A3, A6, A8, A9, A10, A11.
Pour ces derniers, l’application pI est donne´e par :
A3 A6 A8 A9 A10 A11
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
O O A1 A1 O A2
3. Le diagramme d’Enriques et le graphe dual d’une constellation
Dans cette section je rappe`le les deux principaux codages de la combinatoire d’une constella-
tion : son diagramme d’Enriques et son graphe dual.
Voici d’abord la de´finition du diagramme d’Enriques :
De´finition 3.1. — Soit C une constellation finie. Son diagramme d’Enriques E(C) est le
graphe de´core´ enracine´ de´fini de la manie`re suivante :
• ses sommets sont en bijection avec les astres de C ; sa racine correspond a` O.
• deux sommets sont relie´s par une areˆte lorsqu’ils repre´sentent des astres dont l’un est
directement voisin de l’autre.
• une areˆte est courbe si l’astre supe´rieur est libre ; sinon elle est droite ; deux areˆtes droites
successives vont tout droit lorsque leurs deux astres supe´rieurs ont meˆme pre´de´cesseur indirect ;
sinon, elles forment une ligne brise´e ; une areˆte droite sortant d’une areˆte courbe a la meˆme
tangente que celle-ci au sommet commun ; tous les autres couples d’areˆtes successives forment
une ligne brise´e.
Les re`gles pre´ce´dentes ont e´te´ de´crites dans [10] afin de permettre de dessiner le dia-
gramme dans le plan. Mais il faut bien voir qu’elles de´crivent en fait uniquement une structure
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supple´mentaire sur un graphe abstrait, sans privile´gier un plongement plan par rapport a` un
autre.
La distance ge´ode´sique d’un sommet de E(C) a` O est e´gale a` la hauteur de l’astre correspon-
dant. Orientons chaque areˆte de son sommet le plus bas (dit sommet initial) vers son sommet
le plus haut (dit sommet terminal). Il est imme´diat de voir que l’on a les re`gles suivantes pour
lire sur le diagramme d’Enriques E(C) les fonctions pD et pI :
Proposition 3.2. — Un sommet A de E(C) correspond a` un astre satellite si et seulement si
l’areˆte qui y aboutit est droite. Dans ce cas, pD(A) = B, ou` B est le sommet initial de l’areˆte
aboutissant a` A et pI(A) = C, ou` :
1. C est le sommet initial de l’areˆte aboutissant a` B si cette areˆte et BA forment une ligne
brise´e ;
2. sinon, C est le sommet le plus bas sur la ge´ode´sique joignant B a` O, tel que la ge´ode´sique
CB ne soit pas brise´e.
Exemple 3.3. — Dans la figure 2 est repre´sente´ le diagramme d’Enriques de la constellation
de la Figure 1. Graˆce a` la Proposition 3.2, on ve´rifie les valeurs de pI donne´es dans l’Exemple
2.7.
O
A1 A2
A3
A4
A5
A6
A7
A8
A9
A10
A11
A12
A13
A14
Figure 2. Le diagramme d’Enriques de la constellation de la Figure 1
Un deuxie`me type de graphe de´core´ est utilise´ pour repre´senter la combinatoire d’une constel-
lation. Sa de´finition utilise le morphisme (2.6) :
De´finition 3.4. — Soit C une constellation finie. Son graphe dual D(C) est le graphe dual du
diviseur re´duit EC de la surface lisse SC , chaque sommet e´tant ponde´re´ par l’auto-intersection
de la composante irre´ductible qui lui correspond.
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Rappelons que ces auto-intersections peuvent se calculer re´cursivement lors du processus
d’e´clatements, en utilisant le fait que lorsqu’on e´clate un point sur une courbe compacte lisse Γ,
et que l’on de´signe par Γ1 sa transforme´e stricte, on a :
Γ21 = Γ
2 − 1.
Exemple 3.5. — Dans la Figure 3 est repre´sente´ le graphe dual associe´ a` la constellation
de la Figure 1. Les sommets sont nume´rote´s par les composantes irre´ductibles de EC qu’ils
repre´sentent, et ils sont ponde´re´s par les auto-intersections respectives.
E4
E8
E1 E9 E3 E10 E0 E6 E11 E2 E7
E12
E13E5
E14
−2
−1
−6 −1 −3 −1 −6 −3 −1 −4 −3
−1
−1−1
−1
Figure 3. Le graphe dual de la constellation de la Figure 1
Remarque 3.6. — Le graphe dual d’un diviseur re´duit sur une surface lisse est conside´re´ en
passant par Du Val [9]. Mais il ne semble avoir commence´ a` eˆtre utilise´ syste´matiquement qu’a`
la suite de l’article [20] de Mumford et de la pre´sentation [16] qui en a e´te´ faite par Hirzebruch.
Les sommets des graphes E(C) et D(C) sont en bijection naturelle : on associe au sommet de
E(C) repre´sentant l’astre A le sommet de D(C) repre´sentant la courbe exceptionnelle obtenue en
e´clatant A. Cette bijection ne respecte pas les structures des deux graphes. En fait, ceux-ci ne
sont en ge´ne´ral meˆme pas abstraitement isomorphes, comme on le voit en comparant les figures
2 et 3. Ne´anmoins, ils codent tous les deux la meˆme information : il est possible de donner des
algorithmes permettant de passer de l’un a` l’autre (voir [7] ou [3]).
L’un des buts de cet article est de faciliter la compre´hension ge´ome´trique de la relation entre
les deux graphes.
L’ide´e de base est de repre´senter chaque astre d’une constellation par deux points distincts : un
premier le repre´sentant en tant que point ferme´ sur l’un des mode`les, et un deuxie`me repre´sentant
le diviseur exceptionnel cre´e´ par l’e´clatement de ce point ferme´. De plus, chaque fois que le point
ferme´ sera vu comme intersection de deux courbes lisses transverses, on aura un triangle affine
canoniquement associe´ a` ce diviseur a` croisements normaux et un plongement canonique des
deux points dans le triangle.
Expliquons cela avec plus de de´tails. Soit (E∪E′, A) →֒ Σ un germe de diviseur a` croisements
normaux sur une surface lisse Σ. C’est-a`-dire que E et E′ sont deux germes en A de courbes lisses
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transverses. Notons par EA le diviseur exceptionnel de l’e´clatement de A dans Σ. On associe au
diviseur a` croisements normaux (E ∪ E′, A) un triangle affine dont les sommets correspondent
bijectivement aux courbes E,E′, EA et le milieu du segment [E,E
′] au point A. A` l’astre A
correspondent de cette manie`re deux points privile´gie´s dans le triangle, A et EA (voir la Figure
4). On peut penser que A repre´sente la courbe EA sous forme embryonnaire, et que le segment
qui les relie dans le triangle repre´sente l’embryoge´ne`se.
E
E’
A
EE’ A
EA
Σ
Figure 4. Le triangle associe´ a` un diviseur a` croisements normaux
Lorsque l’on conside`re le processus d’e´clatements associe´ a` une constellation, on se retrouve
avec une suite de germes de diviseurs a` croisements normaux : les germes des diviseurs ex-
ceptionnels des compose´s d’e´clatements aux astres satellites de la constellation. On associe a`
chacun d’entre eux un triangle comme pre´ce´demment. Ces divers triangles se recollent ensuite
naturellement. Plus de soin doit eˆtre accorde´ aux astres libres, pour lesquels on a seulement des
demi-triangles.
4. Construction des voilures et des cerf-volants
Dans cette section j’explique les de´finitions de deux types de complexes simpliciaux
ge´ome´triques bidimensionnels connexes, les voilures et les cerf-volants. Ces de´finitions sont
re´cursives, par rajouts de pie`ces e´le´mentaires triangulaires appele´es les demi-voiles et les voiles
simples et de segments appele´s les cordes, le tout rattache´ a` un segment initial appele´ l’axe du
cerf-volant. Les structures affines des voiles simples et des demi-voiles se recollent canonique-
ment, comme explique´ dans la Section 5. Le lien avec les constellations est quant a` lui explique´
dans la Section 6.
La de´finition suivante introduit des termes permettant de parler en termes intuitifs des pie`ces
du jeu de construction de cerf-volants et de leurs re`gles de recollement.
De´finition 4.1. — (voir la Figure 5) Une demi-voile est un triangle affine ayant un sommet
e´toile´ et deux sommets pleins, l’un d’entre eux e´tant de base et l’autre terminal. Le coˆte´
late´ral de la demi-voile est celui qui joint les deux sommets pleins.
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Une voile simple est un triangle affine dont tous les sommets sont pleins, l’un d’entre eux
e´tant terminal et les deux autres e´tant de base. De plus, ces derniers sont ordonne´s : on parlera
du premier et du deuxie`me sommet de base. Le coˆte´ joignant les deux sommets de base est la
base et son milieu est le point e´toile´ de la voile. Les coˆte´s joignant le sommet terminal a` l’un
des sommets de base sont appele´s coˆte´s late´raux.
On dira que les demi-voiles et les voiles simples sont les voiles e´le´mentaires.
sommet
e´toile´
sommet
de base
sommet
terminal
coˆte´
late´ral
premier
sommet
de base
deuxie`me
sommet
de base
point
e´toile´
sommet
terminal
coˆte´
late´ral
coˆte´
late´ral
demi-voile voile simple
Figure 5. Les voiles e´le´mentaires
Le vocabulaire pre´ce´dent est motive´ par le fait qu’une demi-voile est affinement isomorphe aux
moitie´s des voiles simples obtenues en joignant le point e´toile´ au sommet terminal par le segment
affine qui les relie. Dans les dessins, nous repre´senterons ces segments par des traits hachure´s. Ce
sont eux qui mate´rialiseront la correspondance bijective naturelle entre points e´toile´s et sommets
pleins dans les complexes simpliciaux que nous construirons.
Les cordes et l’axe ont aussi leurs sommets de´core´s en types :
De´finition 4.2. — Une corde est un segment affine dont l’un des sommets est initial et l’autre
final. L’axe est un segment affine dont l’un des sommets est e´toile´ et l’autre est plein.
En ayant a` notre disposition un kit de construction forme´ d’un seul axe, mais de demi-voiles
et de voiles simples a` volonte´, nous pouvons assembler des voilures plus complique´es par un
processus de construction dont les e´tapes e´le´mentaires sont :
1. On part de l’axe, conside´re´ comme une voilure de´ge´ne´re´e.
2. Si V est une voilure de´ja` construite, on peut au choix :
(a) prendre une nouvelle demi-voile et recoller son sommet de base a` un sommet plein
de V (voir la Figure 6) ;
(b) prendre une nouvelle voile simple et recoller sa base a` un coˆte´ late´ral de V par l’unique
isomorphisme affine qui envoie le deuxie`me sommet de base de la nouvelle voile simple
sur le sommet terminal de la voile e´le´mentaire a` laquelle appartient le coˆte´ late´ral. On
remplace ainsi un coˆte´ late´ral de l’ancienne voilure par deux nouveaux coˆte´s late´raux
(voir la Figure 7).
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recollement
des sommets voilure
pre´existante
Figure 6. Rattachement d’une demi-voile
recollement
voile e´le´mentaire
de rattachement
voilure
pre´existante
deuxie`me
sommet de base
sommet terminal
de la voile de rattachement
disparition
de ce coˆte´
late´ral
nouveaux
coˆte´s
late´raux
Figure 7. Rattachement d’une voile simple
Si l’on enle`ve les sommets d’une voilure V, celle-ci se de´compose en composantes connexes.
Appelons voile comple`te l’adhe´rence de chacune de ces composantes connexes dans la voilure
V. L’une de ces voiles comple`tes est l’axe de la voilure. Chacune des autres voiles comple`tes est
un complexe simplicial purement bidimensionnel home´omorphe a` un disque, ayant une unique
demi-voile, le reste des triangles e´tant des voiles simples.
Exemple 4.3. — Dans la Figure 13 est repre´sente´e une voilure. Cette voilure a 8 voiles
comple`tes en dehors de l’axe, 5 d’entre elles e´tant re´duites a` une demi-voile, les 3 restantes
ayant 1, 2 et respectivement 3 voiles simples dans leur constitution.
Chaque voile comple`te s’oriente canoniquement de la manie`re suivante :
• on oriente la demi-voile initiale en choisissant l’ordre suivant des sommets : sommet de base,
sommet terminal, sommet e´toile´ ;
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• on propage cette orientation par continuite´ a` toute la voile comple`te.
Ceci permet de parler de coˆte´ late´ral droit et de coˆte´ late´ral gauche de chaque voile simple :
le coˆte´ droit est celui que l’on rencontre en tournant positivement lorsque l’on sort de la base.
Lorsque l’on recolle une voile simple a` une autre, on peut donc dire si le recollement se fait sur
le coˆte´ droit ou sur le coˆte´ gauche. Conside´rons une suite de voiles simples (τ1, ..., τn) recolle´es
les unes aux autres dans cet ordre. Si les recollements sont toujours effectue´s du meˆme coˆte´, on
dira que ces voiles tournent dans le meˆme sens. Cette notion peut s’e´tendre au cas ou` l’on part
d’une demi-voile et que le recollement se fait continuellement sur le coˆte´ droit.
A` chaque voilure V on associe canoniquement un cerf-volant KV . Pour cela, lors de la construc-
tion de V on attache une corde en meˆme temps qu’on recolle une voile e´le´mentaire. Ceci se fait
de la manie`re suivante :
(a) si l’on recolle une demi-voile, on attache aussi une corde en identifiant son sommet final
au sommet e´toile´ de la demi-voile et son sommet initial au sommet e´toile´ ou au point e´toile´
qui correspond au sommet plein auquel a e´te´ attache´e la demi-voile. On dira qu’il s’agit d’une
corde libre du cerf-volant (voir la Figure 8).
recollement
voilure
pre´existante
corde libre
sommet initial
sommet final
Figure 8. Rattachement d’une corde libre
(b) si l’on recolle une voile simple, notons par τ la voile e´le´mentaire de V a` laquelle on la
rattache, par B son sommet terminal, par C le sommet de base tel que le segment BC soit celui
le long duquel la nouvelle voile simple est attache´e et parM le point e´toile´ de τ . On recolle alors
une corde le long du segment joignant M au milieu du segment BC, par un isomorphisme affine
qui envoie le sommet initial de la corde sur M . On dira qu’il s’agit d’une corde satellite du
cerf-volant (voir la Figure 9).
Exemple 4.4. — Dans la Figure 14 est repre´sente´ le cerf-volant associe´ a` la voilure de la
Figure 13. Comme la figure est plane, certaines cordes libres - que l’on repre´sentera toujours
par des lignes courbes - sont parfois oblige´es pour des raisons topologiques d’eˆtre repre´sente´es
intersectant la voilure ailleurs qu’en leurs extre´mite´s. C’est ici le cas de la corde joignant A6
et A14. Quant aux cordes A1A5 et A7A12, on aurait pu les dessiner sans de telles intersections,
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mais on a pre´fe´re´ montrer que ces intersections supple´mentaires ne nuisent pas tellement a` la
lisibilite´ de la figure, une fois l’œil entraˆıne´.
M
corde satellite C
B
Figure 9. Rattachement d’une corde satellite
5. Mode`le affine canonique des voiles comple`tes
Dans cette section j’explique comment associer canoniquement a` chaque base d’un re´seau
bidimensionnel un complexe simplicial de dimension deux plonge´ dans le coˆne convexe engendre´
- son lotus. Puis j’explique comment plonger canoniquement chaque voile comple`te d’une voilure
dans le lotus. Ce plongement de´finit un recollement canonique des structures affines des voiles
e´le´mentaires constituant chaque voile comple`te.
Conside´rons un re´seau bidimensionnel N (c’est-a`-dire un groupe abe´lien libre de rang 2) et
une base (e1, e2) de ce re´seau. Notons par σ(e1, e2) le coˆne convexe engendre´ par la base dans
l’espace vectoriel re´el NR := N ⊗Z R associe´. Notons par τ(e1, e2) le triangle qui est contenu
dans le plan re´el NR et qui joint les points e1, e2, e1 + e2.
Cette construction peut eˆtre ensuite re´pe´te´e a` partir des bases (e1, e1 + e2) et (e2, e1 + e2) de
N . Ainsi, de proche en proche, on construit un complexe simplicial infini plonge´ dans le coˆne
σ(e1, e2) : a` la n-e`me e´tape de construction, on rajoute 2
n triangles a` ceux de´ja` construits. Dans
la Figure 10 est repre´sente´e l’union de tous les triangles de ce complexe simplicial contenus
dans le paralle´logramme engendre´ par 10e1, 10e2. A` cause de cette forme, Bernard Teissier m’a
sugge´re´ :
De´finition 5.1. — Le complexe simplicial pre´ce´dent est appele´ le lotus L(e1, e2) associe´ au
coˆne σ(e1, e2).
Je dirai aussi, en filant la me´taphore, que les triangles sont les pe´tales du lotus.
Bien suˆr, a` transformations affines pre´servant les re´seaux pre`s, il n’y a qu’un seul lotus.
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0 e1
e2
τ(e1, e2)
Figure 10. Le lotus L(e1, e2)
Remarque 5.2. — Conside`rons la varie´te´ torique affine de re´seau des poids N et d’e´ventail
forme´ par le coˆne σ(e1, e2) et ses faces. Elle est isomorphe a` C
2, munie de sa structure torique
canonique. Conside´rons la suite des e´clatements des orbites de dimension 0. C’est une suite
de morphismes toriques, obtenue en subdivisant successivement les coˆnes de dimension 2 de
l’e´ventail de l’e´tape pre´ce´dente. Si on dessine a` chaque fois le triangle ayant comme sommets les
deux vecteurs primitifs des areˆtes d’un coˆne de dimension 2 et celui de l’areˆte le subdivisant, on
obtient exactement les pe´tales du lotus. Le lotus permet donc de visualiser d’un seul coup d’œil
la suite infinie des morphismes d’e´clatement des orbites de dimension 0.
Conside´rons a` pre´sent une voile comple`te d’une voilure, diffe´rente de l’axe. Elle peut se plonger
canoniquement dans le lotus L(e1, e2) par une application qui identifie chaque voile simple a` un
pe´tale :
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• on plonge la demi-voile dans σ(e1, e2) par l’unique transformation affine qui envoie le sommet
e´toile´ en 12(e1 + e2), le sommet de base en e1 et le sommet terminal en e1 + e2.
• on plonge la voile simple recolle´e le long du coˆte´ late´ral de la demi-voile en envoyant son
premier sommet de base sur e1, son deuxie`me sommet de base sur e1+e2 et son sommet terminal
sur 2e1 + e2.
• chaque nouvelle voile simple se plonge en respectant les incidences.
Graˆce a` ce plongement, on obtient une structure affine entie`re canonique sur chaque voile
comple`te. Le fait que la structure soit entie`re signifie ici simplement que l’on sait dire quels sont
les points entiers : ce sont exactement les sommets des voiles simples. Mais le sommet e´toile´ de
la demi-voile initiale n’est que demi-entier !
Exemple 5.3. — Dans la Figure 11 est repre´sente´ un exemple de voile comple`te et son plonge-
ment affine canonique dans le lotus. L’unique demi-voile est mise en e´vidence a` l’aide d’un motif
spe´cial.
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Figure 11. Une voile comple`te et son plongement affine canonique dans le lotus
Graˆce a` l’existence de ce plongement canonique, cela a un sens de dire qu’une ligne polygonale
contenue dans une voile comple`te va tout droit (c’est-a`-dire que c’est une ge´ode´sique pour la
structure affine du recollement) ou non. Ceci permet d’exprimer en termes affines le fait qu’une
suite de pe´tales tourne dans le meˆme sens :
Proposition 5.4. — A` l’inte´rieur de l’une des voiles comple`tes d’une voilure, on conside`re
une suite de voiles e´le´mentaires τ1, ..., τn telle que deux voiles successives soient adjacentes et
construites dans cet ordre. Alors elles tournent toujours dans le meˆme sens si et seulement si la
suite des cordes satellites associe´es est une ge´ode´sique pour la structure affine canonique de la
voile comple`te.
Exemple 5.5. — Cette proposition est illustre´e dans la Figure 12 pour la voile comple`te de
la Figure 11. La proposition pre´ce´dente permet de repe´rer sur la voile comple`te repre´sente´e
combinatoirement (a` gauche) les cordes satellites aligne´es dans le plongement canonique dans le
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lotus (a` droite). Il est important de savoir faire cette reconnaissance sur une voilure de´forme´e,
car lorsque le nombre de voiles croit, tre`s rapidement le plongement affine canonique devient
impossible a` dessiner a` cause de l’allongement des triangles.
0
Figure 12. Cordes satellites d’une voile comple`te
Remarque 5.6. — Conside´rons a` l’inte´rieur de chaque pe´tale du lotus L(e1, e2) les deux seg-
ments joignant le milieu de sa base aux milieux des coˆte´s. Leur union est un arbre binaire
plonge´ dans σ(e1, e2). De´corons chaque sommet e´toile´
1
2 (a1e1 + a2e2) par la fraction
a1
a2
. On
obtient ainsi un arbre isomorphe a` l’arbre de Stern-Brocot de´crit dans [13, page 116]. Ce dernier
arbre repre´sente ge´ome´triquement la construction des suites de Farey par ite´ration de l’ope´ration
(m
n
, m
′
n′
)→ m+m
′
n+n′ , en partant de la suite (
0
1 ,
1
0), et en conside´rant a` chaque e´tape les couples suc-
cessifs de la suite construite a` l’e´tape pre´ce´dente. Il est construit en reliant chaque nouvelle
fraction a` celle ayant e´te´ cre´e´e en dernier parmi les deux lui ayant donne´ naissance.
6. Le diagramme d’Enriques et le graphe dual d’une constellation comme
sous-arbres du cerf-volant
Dans cette section j’explique comment associer a` chaque constellation finie une voilure, donc
aussi un cerf-volant. Puis je montre comment lire le graphe dual de la constellation a` partir de
la voilure et le diagramme d’Enriques a` partir du cerf-volant (voir The´ore`me 6.2). En fait le
graphe dual est canoniquement isomorphe a` une partie du bord de la voilure et le diagramme
d’Enriques est isomorphe au cordage du cerf-volant.
Notons par C ⊂ CO une constellation finie et par C
′ ⊃ C une constellation qui contient un
astre de plus A ∈ CO. Expliquons comment construire la voilure V(C
′) de C′ a` partir de celle
V(C) de C. Le proce´de´ de construction est exactement le meˆme que celui de´crit dans la Section
4 pour les voilures abstraites. Nous utiliserons la meˆme nume´rotation :
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E0
E1 E2
E3
E4
E5
E6
E7
E8
E9
E10
E11
E12
E13
E14
l’axe
Figure 13. La voilure de la constellation de la Figure 1
1. Si C = O, alors V({O}) est re´duit a` l’axe. On note par I(O) le sommet initial de l’axe et
par T (O) le sommet terminal.
2. Si C 6= ∅, alors nous avons deux cas :
(a) Si A est un astre libre et que B = pD(A), on colle une demi-voile v(A) a` V(C)
en identifiant son sommet de base a` T (B). On note par I(A) le sommet e´toile´ de la
demi-voile et par T (A) son sommet terminal, vus comme points de la voilure obtenue
apre`s recollement.
(b) Si A est un astre satellite et que B = pD(A), C = pI(A), on colle une voile simple
v(A) a` V(C) en recollant sa base au coˆte´ late´ral BC de V(C) par l’unique isomorphisme
affine qui envoie le deuxie`me sommet de base de la voile simple sur B. On note par
I(A) le point e´toile´ de la nouvelle voile simple et par T (A) son sommet terminal, vus
comme points de la voilure obtenue apre`s recollement.
Comme a` chaque voilure est associe´ canoniquement un cerf-volant, on obtient aussi le cerf-
volant KV(C) de la constellation C.
Exemple 6.1. — Dans la Figure 13 est repre´sente´e la voilure de la constellation dont la suite
associe´e d’e´clatements a e´te´ sche´matise´e dans la Figure 1. Dans la Figure 14 est repre´sente´ le
cerf-volant associe´.
Le the´ore`me suivant explique comment retrouver le diagramme d’Enriques et le graphe dual
d’une constellation a` partir du cerf-volant associe´. Sa preuve est re´cursive, en regardant ce qui
se passe a` chaque e´tape d’e´clatement.
The´ore`me 6.2. — Soit C une constellation finie centre´e en O.
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E0
E1
E2
E3
E4
E5
E6
E7
E8
E9
E10
E11
E12
E13
E14
O
A1
A2
A3
A4
A5
A6
A7
A8
A9
A10 A11
A12
A13
A14
Figure 14. Le cerf-volant de la constellation de la Figure 1
1. Le diagramme d’Enriques E(C) est isomorphe au cordage du cerf-volant KV(C) de la constel-
lation par un isomorphisme qui envoie chaque astre A de C dans I(A). Les coˆte´s courbes
de E(C) correspondent aux cordes libres de KV(C). Les segments droits maximaux de E(C)
correspondent aux segments droits maximaux dans la re´alisation affine canonique des voiles
comple`tes de la voilure V(C).
2. Le graphe dual D(C) est isomorphe au graphe obtenu comme union des coˆte´s late´raux de
la voilure V(C) par un isomorphisme qui envoie chaque astre A de C dans T (A). L’auto-
intersection d’une composante du diviseur exceptionnel correspondant a` un sommet plein
v de KV(C) est e´gale a` l’oppose´ du nombre de voiles e´le´mentaires arrivant en v, l’axe y
compris.
Remarquons aussi que deux sommets pleins de KV(C) sont relie´s par une areˆte si et seulement
si, lors du processus d’e´clatement des astres de C, on trouve un mode`le sur lequel les centres des
deux valuations divisorielles associe´es se rencontrent.
Exemple 6.3. — Pour l’exemple re´current de cet article, le diagramme d’Enriques est visible
sur la Figure 14 : c’est le cordage du cerf-volant. Les arcs courbes et droits sont visibles di-
rectement. Pour de´terminer les segments qui vont tout droit, on utilise la Proposition 5.4. On
voit alors que la ligne polygonale A1A3A10 est droite, mais que A2A6A11 ne l’est pas, ce qui
est conforme a` la Figure 2. Quant au graphe dual, nous l’avons repre´sente´ en traits gras sur la
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Figure 15. A` coˆte´ de chaque sommet est e´crit le nombre de voiles e´le´mentaires y aboutissant,
l’axe y compris. On ve´rifie ainsi que l’on obtient bien le graphe de la Figure 3.
2
3
11
1 1
3 1
6
6
1
1 4
1
3
E0
E1 E2
E3
E4
E5
E6
E7
E8
E9
E10
E11
E12
E13
E14
Figure 15. Plongement du graphe dual dans la voilure de la constellation de la Figure 1
Avoir plonge´ a` la fois le diagramme d’Enriques et le graphe dual dans le meˆme espace de
manie`re a` lire localement dans cet espace leurs structures supple´mentaires (areˆtes allant tout
droit, auto-intersections) permet d’enrichir la compre´hension de tout algorithme de passage de
l’un a` l’autre. En effet, e´tant donne´e une partie de l’un des graphes, on peut de´terminer ainsi
de quelle partie de l’autre graphe de´pend sa structure.
7. Interpre´tation valuative
Les voilures correspondant a` toutes les constellations finies centre´es en O peuvent eˆtre cano-
niquement recolle´es. L’on obtient alors la voilure V(CO) du firmament CO tout entier. On peut
lui donner une interpre´tation valuative, analogue a` celle de l’arbre valuatif de Favre et Jonsson
[11]. De plus, il y a une manie`re naturelle de projectifier V(CO) pour obtenir cet arbre valuatif.
C’est ce que nous allons voir dans cette section.
Dans ce qui suit, pour abre´ger nous noterons O := OS,O, F := FS,O. Soit M l’ide´al maximal
de O.
De´finition 7.1. — E´tendons la relation d’ordre usuelle de R a` R ∪ {∞} en posant ∞ > λ,
pour tout λ ∈ R. Une valuation de F dominant O est une fonction ν : F → R+ ∪ {∞} telle
que :
1. ν(xy) = ν(x) + ν(y) pour tous x, y ∈ F ;
20 P. Popescu-Pampu
2. ν(x+ y) ≥ min(ν(x), ν(y)) pour tous x, y ∈ F ;
3. ν(λ) :=
{
0 si λ ∈ C∗
∞ si λ = 0
;
4. ν(M) ⊂ R∗+ ∪ {∞}.
Notons par VS,O l’ensemble des valuations de F dominant O et par AS,O le sous-ensemble de
VS,O des valuations normalise´es par la condition :
(7.2) min ν(M) = 1.
Comme l’expliquent Favre et Jonsson de manie`re de´taille´e dans [11], l’ensemble VS,O admet une
topologie naturelle d’espace fonctionnel localement compact, qui fait du sous-espace topologique
AS,O un arbre re´el compact (d’ou` la notation A pour le de´signer).
Si A ∈ CO, notons par νA la valuation divisorielle associe´e. Elle peut eˆtre de´finie des deux
manie`res e´quivalentes suivantes, en partant d’un mode`le (Σ, E)
pi
→ (S,O) contenant A :
• si f ∈ F , alors νA(f) est la multiplicite´ de la fonction f ◦ π au point A ;
• si f ∈ F , alors νA(f) est l’ordre d’annulation de f ◦ π ◦ πA le long de EA, ou` ΣA
piA→ Σ est
l’e´clatement de A dans Σ et que EA est le diviseur exceptionnel ainsi cre´e´.
Reprenons les notations de la section pre´ce´dente : C de´signe donc une constellation finie et A
est un astre que l’on rajoute a` C. Nous expliquons a` pre´sent comment plonger canoniquement
la voile e´le´mentaire v(A) associe´e a` A dans l’espace valuatif VS,O. Nous allons changer l’ordre
conside´re´ auparavant, en traitant d’abord le cas ou` A est satellite, ensuite celui ou` A est libre
et enfin celui ou` A = O.
EB = {xB = 0}
EC = {xC = 0}
A
O
SSC
πC
Figure 16. Le cas d’un astre satellite
• Supposons que A est satellite (voir la Figure 16). Avec les notations de l’e´quation (2.6), no-
tons par EB et EC les transforme´es strictes sur la surface SC des diviseurs exceptionnels obtenus
en e´clatant les points B = pD(A), C = pI(A). Ces deux courbes s’intersectent transversalement
au point A. Notons par NA le re´seau abstrait engendre´ par les valuations divisorielles νB et νC .
Notons par (eB , eC) la base de NA correspondant au couple (νB , νC).
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De´finition 7.3. — Une valuation ν ∈ VS,O est dite monomiale par rapport a` νB et νC s’il
existe (b, c) ∈ R2+ \ 0 tels que pour tout f ∈ F
∗ :
ν(f) = min{b ·mB + c ·mC | cmB ,mC 6= 0, f ◦ πC =
∑
(mB ,mC)
cmB ,mCx
mB
B x
mC
C }
ou` (xB , xC) est un syste`me de coordonne´es locales au voisinage de A ∈ SC tel que EB , EC soient
de´finis par les e´quations xB = 0, respectivement xC = 0. Nous noterons par b νB ⊕ c νC la
valuation monomiale pre´ce´dente.
Cette de´finition est inde´pendante du choix du syste`me de coordonne´es locales. Le nom est
motive´ par le fait que la valuation d’une fonction se de´termine uniquement a` partir des valuations
νB(x
mB
B x
mC
C ) et νC(x
mB
B x
mC
C ) des monoˆmes intervenant dans l’e´criture de f ◦πC dans le syste`me
de coordonne´es (xB , xC).
De cette manie`re, les notations e´tant celles du de´but de la Section 5, le coˆne σ(eB , eC) de
l’espace vectoriel (NA)R se plonge dans VS,O, en associant a` chaque vecteur b · eB + c · eC
la valuation monomiale b νB ⊕ c νC . Notons par σ(νB , νC) son image. On prend comme voile
e´le´mentaire v(A) le triangle affine du plan (NA)R de sommets eB , eC , eB+eC . Par le plongement
pre´ce´dent, il se re´alise comme triangle dans VS,O de sommets νB , νC , νB⊕νC . Le fait que les sous-
triangles de l’espace topologique VS,O correspondant a` v(A), v(B), v(C) se retrouvent recolle´s
comme de´crit dans la construction de la voilure V(C) provient du lemme e´le´mentaire suivant :
Lemme 7.4. — On a l’e´galite´ suivante de valuations : νA = νB ⊕ νC .
• Supposons que A est libre. Notons par EB la transforme´e stricte sur la surface SC du diviseur
exceptionnel obtenu en e´clatant B = pD(A). C’est l’unique composante de EC qui contient le
point A. Dans ce cas on choisit une curvette passant par A, c’est-a`-dire un germe de courbe
lisse transverse a` EB . Cette curvette jouera le roˆle de EC . Notons par νcurv ∈ V(C) la valuation
divisorielle associe´e.
On fait la meˆme construction que pre´ce´demment, le couple (νB , νcurv) de valuations jouant
le meˆme roˆle que (νB , νC). Cette fois-ci une partie des valuations monomiales b νB ⊕ c νcurv
de´pendent bien suˆr du choix de la curvette, mais le point important est que la moitie´ du coˆne
de ces valuations n’en de´pend pas :
Lemme 7.5. — L’intersection dans VS,O des coˆnes σ(νB , νcurv), lorsque la curvette varie, est
e´gale au coˆne σ(νB , νA). Plus pre´cise´ment, parmi les valuations de la forme b νB ⊕ c νcurv,
celles ve´rifiant b ≥ c sont exactement les valuations inde´pendantes du choix de la curvette, et
co¨ıncident avec les valuations du coˆne σ(νB , νA).
Ce lemme de´coule directement du Lemme 7.4.
En faisant la construction analogue a` celle du cas pre´ce´dent, on voit graˆce a` ce lemme que
la demi-voile associe´e a` l’astre libre A est le triangle affine de VS,O de sommets
1
2νA, νA, νB . Le
sommet e´toile´ correspond a` 12νA, le sommet terminal a` νA et le sommet de base a` νB .
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• Supposons que A = O. Conside´rons un syste`me quelconque de coordonne´es centre´ en O. Il
lui correspond un triangle affine, pe´tale initial du lotus associe´. Lorsque l’on varie le syste`me de
coordonne´es, l’intersection de tous ces pe´tales est e´gale au segment affine des valuations de la
forme λνO, avec λ ∈ [
1
2 , 1]. On envoie bijectivement l’axe sur ce segment par l’unique application
affine qui associe 12νA au sommet initial O et νA au sommet terminal EO.
En conclusion des conside´rations pre´ce´dentes :
Proposition 7.6. — La voilure d’une constellation se plonge canoniquement dans VS,O en
pre´servant les structures affines des voiles comple`tes.
On peut montrer que le cerf-volant se plonge aussi canoniquement dans le meˆme espace. L’ide´e
est de conside´rer pour chaque astre libre A contenue sur une composante Ei une curvette passant
par A et un syste`me de coordonne´es centre´ en l’astre Ai d’ont l’un des axes de coordonne´es soit
l’image de cette curvette. On relie les valuations repre´sentatives de A et Ai par un segment dans
le plan des valuations monomiales par rapport a` ce syste`me de coordonne´es, et on montre que
ce segment est inde´pendant des choix.
Dans la suite de la section, pour chaque astre A, nous identifierons v(A) a` un sous-triangle
de VS,O. Il est plonge´ dans l’espace des valuations monomiales par rapport a` (νB , νC) (si A
est satellite) ou (νA, νB) (si A est libre). Trac¸ons sur ce triangle le feuilletage FA obtenu en
l’intersectant avec les droites partant de l’origine dans le coˆne des valuations monomiales cor-
respondant. L’espace des feuilles s’identifie canoniquement (par intersection) a` l’union des coˆte´s
late´raux de v(A). Mais ces coˆte´s late´raux sont des valuations normalise´es par la condition (7.2).
En recollant les feuilletages des voiles e´le´mentaires de la voilure V(C), on obtient un feuilletage
F(C). Les applications de passage au quotient par les feuilles se recollent en une application :
V(C)
φC−→ D(C)
dans laquelle la voilure V(C) est vue comme sous-espace de l’espace des valuations VS,O et le
graphe dual D(C) est vu comme sous-espace de l’arbre A(C) des valuations normalise´es.
Si on a une inclusion C ⊂ C′ de constellations finies, on a des re´tractions naturelles V(C′) →
V(C) et D(C′)→ D(C) telles que le diagramme suivant soit commutatif :
V(C′)

φ
C′
// D(C′)

V(C)
φC
// D(C)
On peut prendre alors les limites projectives des morphismes φC . Notons par :
V(CO) := lim
←−
V(C)
la voilure du firmament. Comme la limite projective des graphes duaux D(C) s’identifie a` l’arbre
valuatif A(C) (voir [11]), on obtient :
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Proposition 7.7. — L’application de passage au quotient de la voilure V(CO) du firmament
par le feuilletage limite projective des feuilletages F(C) s’identifie naturellement a` l’arbre valuatif
AS,O.
8. Le lotus et les fractions continues
Dans cette section j’indique comment interpre´ter ge´ome´triquement les de´veloppements en
fractions continues des nombres positifs a` l’aide du lotus. Cette interpre´tation est indispensable
de`s qu’on veut de´crire le cerf-volant d’un germe de courbe plane en termes des exposants de
Newton-Puiseux de ses branches (voir [12]).
Comme dans [23], j’utiliserai les notations suivantes pour les fractions continues euclidiennes
(uniquement des signes +) et de Hirzebruch-Jung (uniquement des signes −) :
[x1, x2, ...]
± := x1 ±
1
x2 ±
1
· · ·
.
Conside´rons a` nouveau un re´seau bidimensionnel N , muni d’une base (e1, e2). Notons par
D(e1, e2) la droite de NR qui joint les points e1, e2. Les couples de points entiers successifs sur
cette droite sont de la forme ((1− a)e1 + ae2,−ae1 + (a+1)e2), ou` a ∈ Z. Ils forment des bases
de N .
Conside´rons a` pre´sent la droite passant par 0 et paralle`le a` la droite D(e1, e2) :
D∞(e1, e2) := R(e1 − e2) ⊂ NR.
Notons par P (e1, e2) le demi-plan ouvert borde´ par D∞(e1, e2) et contenant D(e1, e2), puis par
∆0(e1, e2) le triangle de sommets 0, e1, e2. On a e´videmment :
Lemme 8.1. — L’union des coˆnes σ((1− a)e1 + ae2,−ae1 + (a+ 1)e2) pour a ∈ Z est e´gale a`
P (e1, e2) ∪ 0.
Introduisons alors :
De´finition 8.2. — Le grand lotus L(e1, e2) associe´ a` la base (e1, e2) est l’union des lotus
associe´s a` tous les coˆnes du lemme pre´ce´dent, ainsi que des triangles ∆0((1− a)e1+ ae2,−ae1+
(a+ 1)e2) (voir la Figure 17) :
L(e1, e2) :=
⋃
a∈Z
[L((1− a)e1 + ae2,−ae1 + (a+ 1)e2) ∪∆0((1− a)e1 + ae2,−ae1 + (a+ 1)e2)].
Les sommets du grand lotus forment l’ensemble Prim(P (e1, e2)) des vecteurs primitifs du
demi-plan ouvert P (e1, e2), auquel on rajoute 0.
Conside´rons a` pre´sent H(NR), le plan hyperbolique dont l’horizon est la droite projective
re´elle P(NR).
24 P. Popescu-Pampu
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              
              













0
e1
e2
e1 + e2
2e1 − e2
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D∞(e1, e2)
D(e1, e2)
Figure 17. Le grand lotus L(e1, e2)
Remarque 8.3. — Une construction canonique de H(NR) := H(NR) ∪ P(NR) peut eˆtre faite
de la manie`re suivante. A chaque structure presque complexe J sur NR (c’est-a`-dire un endo-
morphisme de NR ve´rifiant J
2 = −I) on associe la de´composition NC = N
i
J ⊕ N
−i
J en somme
directe des espaces propres du complexifie´ JC : NC → NC de J . Les droites complexes N
i
J et
N−iJ sont conjugue´es par rapport a` la conjugaison canonique u+ iv → u− iv de NC = NR+ iNR.
L’application J → N iJ identifie bijectivement l’ensemble des structures presque complexes sur
NR avec l’ensemble des droites complexes imaginaires de NC . Ce dernier ensemble s’identi-
fie a` P(NC) \ P(NR), c’est-a`-dire au comple´mentaire d’un cercle dans la sphe`re de Riemann
P(NC). Chacun des deux he´misphe`res ainsi de´limite´s repre´sente les structures presque complexes
de´finissant l’une des deux orientations de NR. On conside`re alors sur chacun des he´misphe`res
l’unique me´trique hyperbolique de´finissant la meˆme structure conforme. La conjugaison res-
treinte a` P(NC) \P(NR) est une isome´trie renversant l’orientation he´rite´e de celle de P(NC). On
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peut donc de´finir H(NR) au choix, soit comme l’espace des J pre´servant une orientation fixe´e
de NR, soit comme l’espace des couples non-ordonne´s {J,−J}.
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[−e1 + 2e2]
Figure 18. La triangulation modulaire M(N)
Pour chaque v ∈ NR \0, nous noterons par [v] ∈ P(NR) le point correspondant a` la droite Rv.
Pour chaque base (u, v) de N , soit L([u], [v]) l’unique droite hyperbolique de H(NR) qui joint
[u] et [v]. Lorsque (u, v) varie parmi toutes les bases de N , on obtient des droites qui forment
les areˆtes d’une triangulation de H(NR) := H(NR) ∪ P(NR), appele´e la triangulation modulaire
M(N). Le grand lotus est un plongement combinatoire de la triangulation modulaire dans NR,
associe´e canoniquement a` la base (e1, e2) :
Proposition 8.4. — L’application :
Φ : Prim(P (e1, e2)) ∪ 0 → P(N)
v 6= o → [v]
0 → [e1 − e2]
est une bijection qui envoie le grand lotus L(e1, e2) en la triangulation modulaire M(N).
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Dans la Figure 18 est repre´sente´e la triangulation modulaire. Dans les Figures 17 et 18 sont
repre´sente´es avec les meˆmes couleurs certains sous-complexes de L(e1, e2) et leurs images par Φ.
En particulier, on voit que le lotus L(e1, e2) correspond a` la partie de la triangulation modulaire
situe´e dans le demi-plan hyperbolique borde´ par la droite L([e1], [e2]) et contenant [e1+e2] dans
son adhe´rence.
Remarque 8.5. — Dans certains travaux (voir entre autres [24] ,[25], [14], [17]), les fractions
continues sont interpre´te´es ge´ome´triquement a` l’aide de la triangulation modulaireM(N). Par la
proposition pre´ce´dente, ces interpre´tations peuvent se faire de manie`re e´quivalente sur le grand
lotus. Dans la suite de cette section, j’explique une interpre´tation diffe´rente, faite uniquement a`
l’aide du lotus, et ayant l’avantage de se ge´ne´raliser en dimensions plus grandes (voir la Section
9). C’est une re´interpre´tation de celle de Klein (voir [18] et [23]), mais la ge´ne´ralisation qu’elle
sugge`re en dimension plus grande est diffe´rente de celle propose´e par Klein et reprise entre autres
par Arnold [1].
Conside´rons une demi-droite l ⊂ NR d’origine 0 et contenue dans l’inte´rieur du coˆne σ(e1, e2).
Notons par G(l) l’union des pe´tales du lotus dont l’inte´rieur intersecte l. Nous dirons que G(l)
est la gaine de l. On peut l’imaginer construite successivement en rajoutant des pe´tales τ1, τ2, ...
a` τ0 := τ(e1, e2), au fur et a` mesure que l’on s’e´loigne de 0 le long de l : chaque fois que l’on
entre dans un nouveau pe´tale, on le rajoute a` la suite de´ja` construite. Conside´rons deux cas,
suivant que l est rationnelle ou non.
• Si l est rationnelle, c’est-a`-dire que l contient des e´le´ments non-nuls du re´seau N , notons par
S(l) l’unique e´le´ment primitif de N contenu dans l. Le segment [0, S(l)] ne contient pas d’autre
points de N a` part ses extre´mite´s, ce qui permet de montrer que :
[0, S(l)] = G(l) ∩ l.
Dans ce cas, G(l) contient un nombre fini de pe´tales τ0, ..., τn et S(l) est un sommet de τn. Pour
i = 1, 2, notons par Pi(l) la ligne polygonale joignant ei a` S(l) et contenue dans le bord de G(l).
• Si l est irrationnelle, la suite τ0, τ1, ... est infinie. Pour i = 1, 2, notons par P1(l) la ligne
polygonale contenue dans le bord de G(l), partant de ei et allant vers l’infini en s’e´loignant
toujours strictement de 0 (ou, de manie`re e´quivalente, la composante connexe de ∂G(l)\]e1, e2[
contenant ei).
Notons par di la demi-droite ferme´e contenue dans la droite engendre´e par le vecteur ei,
d’origine le point ei et ne contenant pas 0. Posons aussi :
Qi(l) :=
{
di ∪ Pi(l) ∪ (l \ [0, S(l)]), si l est rationnelle
di ∪ Pi(l), si l est irrationnelle
Associons aussi a` chaque pe´tale τi l’un des symboles ‘δ’ ou ‘γ’, suivant que τi+1 est attache´
du coˆte´ droit ou gauche de τi et convenons que le symbole du dernier pe´tale (si l est rationnel)
est le meˆme que celui de l’avant-dernier.
Exemple 8.6. — Dans la Figure 19 est repre´sente´e la gaine de la demi-droite l passant par
S(l) = 7e1+5e2. Elle est forme´e de 5 pe´tales. P1(l) joint dans l’ordre les points e1, 3e1+2e2, S(l)
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0
l
S(l)
e1
e2
d1
d2
P1(l)
P2(l)
Figure 19. La gaine de la demi-droite rationnelle R+(7e1 + 5e2)
et P2(l) joint dans l’ordre les points e2, e1+ e2, S(l). Les symboles des pe´tales sont, dans l’ordre,
δ, γ, γ, δ, δ.
La proposition suivante relie la construction de la gaine a` la construction ge´ome´trique de Klein
lui permettant de donner une interpre´tation des fractions continues (voir [23]). On en de´duit
l’interpre´tation ge´ome´trique annonce´e des fractions continues a` l’aide du lotus. Rappelons que
l’inclinaison de l dans la base (e1, e2) est le quotient x1/x2, si x1e1+x2e2 est un vecteur directeur
de l.
Proposition 8.7. — 1. Pour chaque i ∈ {1, 2}, la ligne polygonale Qi(l) est le bord de l’en-
veloppe convexe de l’ensemble des points du re´seau N contenus dans le coˆne strictement
convexe de coˆte´s R+ei et l.
2. Regroupons les pe´tales τ0, τ1, ... de la gaine G(l) en paquets maximaux de triangles successifs
ayant le meˆme symbole. On conside`re que le premier paquet est toujours forme´ de pe´tales
tournant a` droite. De´signons par a1, a2, ... les cardinaux des paquets successifs. Alors, si λ
de´signe l’inclinaison de l dans la base (e1, e2), on a :
λ = [a1, a2, ...]
+.
Remarque 8.8. — Dans [23] j’ai explique´ que l’on pouvait comprendre la dualite´ des enve-
loppes convexes des points entiers situe´s dans deux coˆnes supple´mentaires a` l’aide d’un dia-
gramme en zig-zag. Dans le cas ou` ces coˆnes sont celui de coˆte´s R+(e1 − e2), l et celui de coˆte´s
l,R+(e2 − e1), la ligne en zig-zag associe´e obtenue en partant du point e1 − e2 est l’union du
segment [e1 − e2, e2] et des segments qui se´parent a` l’inte´rieur de la gaine G(l) les unions de
pe´tales tournant dans le meˆme sens. On pourra comparer ceci aux conside´rations de [14].
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Au de´but de la section, le grand lotus a e´te´ associe´ a` une base de N . Mais la seule chose
qui compte dans sa construction c’est la donne´e du demi-plan P (e1, e2) borde´ par la droite
D∞(e1, e2) qui le contient. En fait, on peut partir de n’importe quel demi-plan ferme´ P dont
le bord DP∞ est une droite rationnelle. A` l’inte´rieur de ce demi-plan on conside`re la droite D
P
paralle`le a` DP∞ la plus proche de D
P
∞ qui contient des points de N . On conside`re alors sur D
P
tous les couples de points successifs de N : ce sont des bases de N , qui permettent de construire
le grand lotus L(P ) associe´ a` P , comme union des lotus qui leur correspondent.
Pour finir cette section, nous allons voir une relation entre le grand lotus et les fractions
continues de Hirzebruch-Jung.
De´finition 8.9. — Conside´rons une suite (v0, v1, ..., vn+1) de vecteurs de N , avec n ≥ 1 . Cette
suite est dite admissible si les conditions suivantes sont ve´rifie´es :
1. deux vecteurs successifs quelconques forment toujours une base de N ;
2. toutes ces bases de´finissent la meˆme orientation de NR ;
3. tous ces vecteurs sont contenus dans un meˆme demi-plan ferme´ borde´ par la droite Rv0.
Les proprie´te´s ge´ome´triques pre´ce´dentes peuvent se traduire nume´riquement. Plus pre´cise´ment,
on a la proposition e´le´mentaire suivante :
Proposition 8.10. — Pour chaque i ∈ {1, 2, 3}, l’union des proprie´te´s 1, ..., i est e´quivalente a`
l’union des proprie´te´s 1′, ..., i′, ou` :
1’. (v0, v1) est une base de N et pour chaque k ∈ {1, ..., n}, il existe ǫk ∈ {+1,−1} tel que
vk−1 + ǫkvk+1 = akvk, avec ak ∈ Z ;
2’. de plus, ǫk = +1 pour tous les k ∈ {1, ..., n} ;
3’. ak > 0 pour tout k ∈ {1, ..., n}, de`s que n ≥ 2 ; a1 ≥ 0 pour n = 1 ; [a1, ..., ak ]
− > 0 pour
tout k ∈ {1, ..., n − 1} et [a1, ..., an]
− ≥ 0.
De plus, deux suites admissibles de vecteurs sont isomorphes par une transformation line´aire
des re´seaux ambiants si et seulement si les suites d’entiers associe´es co¨ıncident.
Ceci permet de parler de suites admissibles d’entiers (a1, ..., an) ∈ N
n. La proposition
pre´ce´dente montre qu’une suite admissible d’entiers est un invariant complet des suites
admissibles de vecteurs d’un re´seau bidimensionnel, a` isomorphismes de re´seaux pre`s.
Nous dirons que la suite admissible (v0, ..., vn+1) repre´sente 0 si v1 + vn+1 = 0. Ceci est
e´quivalent au fait que la suite repre´sentative (a1, ..., an) ve´rifie les conditions 1’, 2’, 3’ pre´ce´dentes
et que de plus :
[a1, ..., an]
− = 0.
La proposition suivante fait le lien entre les suites admissibles repre´sentant 0 et les triangu-
lations des polygones par des diagonales. Elle peut se prouver par re´currence sur le nombre de
vecteurs, a` l’aide du fait que les suites admissibles repre´sentant 0 s’obtiennent a` partir de la
suite (1, 1) par un processus d’e´clatements (voir [22, Appendice]).
Proposition 8.11. — Soit (v0, ..., vn+1) une suite admissible repre´sentant 0 et soit (a1, ..., an)
la suite d’entiers associe´e. Notons par P l’unique demi-plan ferme´ contenant tous les vecteurs
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de la suite. Soit Pol(v0, ..., vn+1) l’union du triangle 0v1vn et des pe´tales du grand lotus L(P )
dont les inte´rieurs intersectent l’un des segments ]0, vk], pour k ∈ {1, ..., n}. C’est un polygone
de sommets 0, v1, ..., vn (dans cet ordre), triangule´ par des pe´tales du grand lotus, et le nombre
de pe´tales arrivant au sommet vk est e´gal a` ak, pour tout k ∈ {1, ..., n}.
Exemple 8.12. — Dans la Figure 20 est dessine´ le polygone triangule´ correspondant a` la suite
admissible repre´sentant 0 suivante : (2, 1, 3, 4, 1, 3, 1, 3).
0 v0
v1
v2
v3v4
v5
v6
v7
v8
v9
Figure 20. Polygone triangule´ associe´ a` une suite admissible repre´sentant 0
Remarque 8.13. — La notion de suite admissible d’entiers a e´te´ introduite par Orlik et Wa-
greich [22]. Celles qui de plus repre´sentent 0 sont re´apparues naturellement dans les travaux [8]
et [26] de Christophersen et Stevens sur la the´orie des de´formations des singularite´s quotient
cycliques de surfaces. Ils montrent que ces suites correspondent bijectivement aux triangulations
par des diagonales des polygoˆnes oriente´s ayant un point marque´ et ils utilisent la combinatoire
de la triangulation associe´e dans leurs calculs. Par ailleurs, apre`s avoir e´crit [23], j’ai e´te´ amene´
a` me repre´senter ces suites par des suites de vecteurs, comme explique´ dans la Proposition
8.10. C’est a` cette occasion que je me suis pose´ la question de savoir s’il n’y avait pas moyen
de construire canoniquement un polygone ayant la bonne triangulation a` partir de la suite de
vecteurs.
9. Les lotus de dimension quelconque
Dans cette section j’e´tends la notion de lotus en dimension quelconque, j’explique a` quelle
ge´ne´ralisation des fractions continues cette construction donne lieu, et comment en de´duire une
mesure ge´ome´trique du contact des courbes monomiales.
Partons d’une base (non-ordonne´e mais marque´e par un ensemble I) B := (ei)i∈I d’un re´seau
N de rang n ≥ 2, ou` I est un ensemble de cardinal n. De´finissons les polye`dres convexes ferme´s
suivants :
• σ(B) : le coˆne strictement convexe de NR engendre´ par cette base ;
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• ∆0(B) : l’enveloppe convexe de l’ensemble forme´ par 0 et B ; c’est un simplexe n-
dimensionnel ;
• ∆(B) : l’enveloppe convexe de B ; c’est un simplexe (n− 1)-dimensionnel, unique facette de
∆0(B) ne contenant pas 0 ;
• Π(B) : le paralle´le´pipe`de engendre´ par B ; ses sommets sont toutes les sommes de vecteurs
disjoints parmi les vecteurs de B ;
• τ(B) := Π(B) \∆0(B) ; c’est le pe´tale n-dimensionnel associe´ a` la base B ;
• φ(i1, ..., in) : pour chaque arrangement (i1, ..., in) des e´le´ments de l’ensemble I, le simplexe
(n− 1)-dimensionnel dont les sommets sont les e´le´ments de la base :
(9.1) B(i1, ..., in) := (ei1 , ei1 + ei2 , ... , ei1 + · · ·+ ein).
Les simplexes φ(i1, ..., in) sont contenus dans le bord de τ(B). Leur union avec ∆(B) constitue
exactement la partie de ∂τ(B) visible sans e´crasement a` partir de l’origine. C’est-a`-dire que, si
on conside`re :
ψ : σ(B) \ 0 −→ ∆(B),
la projection centrale sur le simplexe ∆(B) dont les sommets sont les points de B, alors toutes
les autres faces maximales du bord du polytope τ(B) sont e´crase´es par ψ en des polytopes
de dimension strictement infe´rieure. Les images par ψ des simplexes φ(i1, ..., in) constituent
exactement la subdivision barycentrique de ∆(B).
0
e1
e2
e3
Figure 21. Les deux premie`res e´tapes de construction du lotus tridimensionnel
En partant de τ(B) et des nouvelles bases B(i1, ..., in), on peut construire ite´rativement un
complexe polye´dral infini contenu dans le coˆne σ(B). Plus pre´cise´ment, lors de la premie`re e´tape
de la construction on construit τ(B). La deuxie`me e´tape de la construction consiste a` rajouter
tous les pe´tales τ(B(i1, ..., in)) a` τ(B), (i1, ..., in) variant parmi les arrangements des e´le´ments
de I. Ces pe´tales ‘croissent’ a` partir des simplexes φ(i1, ..., in), c’est pourquoi nous appelons
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e1e2
e3
∆(e1, e2, e3)
Figure 22. Le lotus tridimensionnel vu a` partir de l’origine
ces derniers les simplexes de croissance de la deuxie`me e´tape de la construction. Remarquons
que pour n ≥ 3, ces simplexes de croissance ne sont pas des facettes du pe´tale τ(B), mais des
demi-facettes. Ensuite on ite`re...
De´finition 9.2. — Le complexe polyhe´dral pre´ce´dent est appele´ le lotus de dimension n as-
socie´ a` la base B du re´seau N . On le notera L(B).
Exemple 9.3. — Dans la Figure 21 sont dessine´s le pe´tale initial et les 6 pe´tales de la deuxie`me
e´tape de construction. Sont colorie´s les simplexes de croissance. Dans la Figure 22 sont dessine´s
les pe´tales des quatre premie`res e´tapes de la construction du lotus, tels que vus a` partir de
l’origine. C’est-a`-dire que sont dessine´es les images par ψ des simplexes de croissance de ces
pe´tales. Est colorie´e la projection de l’union des faces des pe´tales de la deuxie`me e´tape de
construction dont les areˆtes sont indique´es en traits gras dans la Figure 21.
Le lotus n-dimensionnel permet de ge´ne´raliser en dimension quelconque l’interpre´tation
ge´ome´trique donne´e dans la Proposition 8.7, 2) des fractions continues usuelles. En effet, la
notion de gaine s’e´tend en toutes dimensions :
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De´finition 9.4. — Un sous-pe´tale est une face late´rale d’un pe´tale, c’est-a`-dire une face
restreinte a` laquelle ψ n’est pas un home´omorphisme sur son image. Soit l ⊂ NR une demi-
droite d’origine 0, contenue dans l’inte´rieur du coˆne σ(B). Sa gaine G(l) est par de´finition
l’union des pe´tales et sous-pe´tales du lotus L(B) dont les inte´rieurs intersectent l.
e2 e1
e3
e2 + e3
e1 + e2 + e3
e1 + e2 + 2e3 e1 + 2e2 + 3e3
3e1 + 4e2 + 6e3
Figure 23. Une gaine tridimensionnelle vue a` partir de l’origine
On peut a` nouveau associer a` G(l) la suite des sous-pe´tales que l’on rencontre en s’e´loignant
de 0 le long de l. La suite des dimensions de ces sous-pe´tales est de´croissante. Pour n = 2 elle
est constante, mais de`s n = 3 elle ne l’est plus ne´cessairement : il y a une sous-suite initiale
de pe´tales de dimension n, suivie d’une sous-suite de sous-pe´tales de dimension n− 1, puis une
autre de dimension n− 2, etc.
Notons par τ0, τ1, τ2, ... la suite des pe´tales de dimension n de la gaine G(l) et par ∆0,∆1,∆2, ...
la suite des simplexes de croissance associe´s. Graˆce a` la formule (9.1), on peut parame´trer
cette suite par une suite d’arrangements α0, α1, α2, ... des e´le´ments de l’ensemble I, e´tendant
le fait que l’on parame`tre τ(B(i1, ..., in)) par l’arrangement (i1, ..., in). Ge´ome´triquement, cela
correspond au fait qu’e´tant donne´ un simplexe de dimension n de la subdivision barycentrique
de ∆(B), il admet un unique sommet en commun avec ∆(B), et plus ge´ne´ralement, pour chaque
k ∈ {0, ..., n − 1}, une unique face de dimension k contenue dans une face de dimension k
de ∆(B). Ainsi, αk est l’arrangement correspondant au simplexe de croissance de τk+1. Cette
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parame´trisation e´tend en dimension plus grande l’association d’une suite de symboles δ et γ
a` une demi-droite l ⊂ σ(B) faite en dimension 2 (voir le paragraphe qui pre´ce`de l’Exemple
8.6). En effet, dans ce cas, si I = {1, 2}, le symbole δ correspond a` l’arrangement (1, 2) et γ a`
l’arrangement (2, 1).
Exemple 9.5. — Dans la Figure 23 est repre´sente´e la vue a` partir de 0 (c’est-a`-dire son image
par la projection ψ) de la gaine de la demi-droite rationnelle R+(3e1 + 4e2 + 6e3). Cette gaine
est compose´e de trois pe´tales, parame´tre´s par la suite (3, 2, 1), (1, 3, 2), (1, 3, 2) d’arrangements
des e´le´ments de l’ensemble {1, 2, 3}.
Chaque fois que la dimension des sous-pe´tales constituant la gaine baisse, on obtient des suites
d’arrangements d’e´le´ments d’un ensemble de cardinal plus petit que celui qui pre´ce´dait. De cette
manie`re, la notion de fraction continue associe´e a` une demi-droite rationnelle de σ(e1, e2) se
retrouve remplace´e en dimension plus grande par une notion d’arrangements continus.
Pour finir, je voudrais mentionner une application de la notion de gaine a` la the´orie des
singularite´s. Une courbe monomiale de Cn est une courbe de´finie par une parame´trisation de
la forme t → (tm1 , ..., tmn ). Appelons (m1, ...,mn) ∈ N
n son exposant. On peut repre´senter
ge´ome´triquement le contact de deux courbes monomiales a` l’aide de la partie initiale commune
des gaines de leurs exposants. Ce contact peut aussi eˆtre repre´sente´ symboliquement en associant
a` la suite des pe´tales de cette partie initiale commune la suite correspondante d’arrangements.
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